Дистанционная Обучающая Олимпиада по Математике. 2013-2014 учебный год

Задачи конкурсного тура старшей возрастной группы (10-е – 11-е классы)

Уважаемые участники! 

Рядом с задачами указано максимальное количество баллов за полный, аргументированный ответ. Своё решение при необходимости можно дополнить рисунками. Их можно выполнить в любом графическом редакторе или на листе бумаги, а затем поместить в файл, содержащий ответы к задачам.  Можно также использовать панель Рисование редактора MS Word непосредственно в файле. Главное, чтобы рисунки иллюстрировали ваше решение и были выполнены аккуратно. Для иллюстрации решения некоторых задач можно использовать фотографии, которые также необходимо поместить в файл с ответами. Объем файла, содержащего ответы к задачам, не должен превышать 1024 кб.
Задача 1 (4 б)

Перед вами постройка, состоящая из восьми одинаковых кубиков. Определите расположение букв на развертке кубика. Также определите буквы, находящиеся в основании данной постройки.
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Рис. 1

Задача 2 (5 б)

Некоторые грани икосаэдра черные, некоторые красные, а остальные синие. Известно, что в каждой вершине сходятся грани всех трех цветов. Какое наибольшее число красных граней возможно при этих условиях? Какое наименьшее число черных граней возможно?
Задача 3 (3 б).

Если смотреть на аквариум спереди, то рыбка проплыла, как показано на левом рисунке 2. А если справа — то как на правом рисунке 2. Нарисуйте в объеме, как плавала рыбка и вид сверху. 
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Рис.2

Задача 4 (4 б)

Многогранник вписан в сферу. Может ли оказаться, что этот многогранник невыпуклый? (Многогранник вписан в сферу, если все концы его рёбер лежат на сфере.) 

Задача 5 (3 б)

Придумайте многогранник, у которого нет трех граней с одинаковым числом сторон. 

Задача 6 (3 б)

Орнамент состоит из частей, изображенных на рисунке 3 
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Рис 3.

Некоторые части данной фигуры окрашены в серый и чёрный цвета. Используя тот факт, что если радиус одного круга в два раза больше радиуса другого круга, то площадь первого в четыре раза больше площади второго, покажите, что для окраски частей данного орнамента потребуется равное количество серой и чёрной краски.

Задача 7 (5 б)

Внутри большего квадрата расположен меньший, стороны которого параллельны соответствующим сторонам большего. Отрезками соединили вершины квадратов, как показано на рис. 4. Докажите, что площадь заштрихованных трапеций равна площади не заштрихованных.
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Рис.4

Задача 8 (5 б)

Стороны AB и CD параллелограмма ABCD площади 1 разбиты на n равных частей, AD и BC — на m равных частей.
а) Точки деления соединены так, как показано на рис.5, а. 
б) Точки деления соединены так, как показано на рис.5, б. 
Чему равны площади образовавшихся при этом маленьких параллелограммов? 
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Рис.5
Задача 9
«65 = 64 = 63». Тождество Кассини лежит в основе одного геометрического парадокса. Он заключается в том, что можно взять шахматную доску, разрезать ее на четыре части, как показано ниже, а затем составить из этих же частей прямоугольник («65 = 64») или иную (какую именно, предстоит выяснить вам!) фигуру, показывающую, что «64 = 63». 
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Рис. 6
1) (3 б) Итак, доску 8*8 разрезали на 4 части и сложили из них прямоугольник 5*13 (рис.6). Однако площадь доски 8*8 равна 64, а площадь прямоугольника 5*13 равна 65. Откуда взялась лишняя клетка? 

2) (4 б) Как расположить те же четыре части шахматной доски, чтобы доказать равенство ``64=63''? 

Задача 10 (5 б)

Квадрат АBCD разбит на четыре детали (рис.7). Здесь MB= 2EH. Составьте из этих деталей прямоугольный треугольник, меньший катет которого MB, а гипотенуза вдвое длиннее гипотенузы EC треугольника EHC.
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Рис.7
Задача 11 (5 б)
В треугольнике АВС на стороне АВ взята точка К так, что АК:ВК=1:2, а на стороне ВС взята точка L так, что CL:BL=2:1. Пусть Q – точка пересечения прямых  AL и CK. Найдите площадь треугольника АВС, если дано, что площадь треугольника BQC равна 1.
Задача 12 (6 б)

В треугольнике ABC перпендикуляр, проходящий через середину стороны AB, пересекает продолжение стороны BC в точке M, причём
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. Перпендикуляр, проходящий через середину стороны BC, пересекает сторону AC в точке N, причём 
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. Найдите углы треугольника ABC. 

Задача 13 (5 б)

В выпуклом пятиугольнике ABCDE известно, что AE = AD, AC = AB и 
(DAC = (AEB + (ABE. Докажите, что DC в два раза больше медианы AK треугольника ABE. 

Задача 14 (6 б)

Докажите, что площадь треугольника, стороны которого равны медианам данного треугольника, составляет три четверти его площади.

Задача 15 (6 б)

На сторонах прямоугольного треугольника вне его построены квадраты. Вершины квадратов, не совпадающие с вершинами треугольника, последовательно соединены. Найдите площадь образованного шестиугольника, если катеты треугольника равны 5 и 12.

Задача 16 (6 б).

Точки А и В лежат на сторонах MN и NP параллелограмма MNPQ соответственно, MA:AN=3:1, MO:OB=24:23, где О – точка пересечения отрезков AQ и MB. Найдите отношение длин отрезков NB и BP.

Задача 17 (6 б).

Медиана AM и биссектриса CD прямоугольного треугольника ABC ((B =90o) пересекаются в точке O. Найдите площадь треугольника ABC, если CO=9, OD=5. 

Задача 18 (6 б).

Плоскость проходит через середины рёбер AB и CD пирамиды ABCD и делит ребро BD в отношении 1:3. В каком отношении эта плоскость делит ребро AC? 

Задача 19 (6 б)

В прямоугольном параллелепипеде одно из сечений является правильным шестиугольником. Докажите, что этот параллелепипед – куб. 
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Задача 20 (6 б).

В одной из вершин куба ABCDEFGH (рис. 7) сидит заяц, но охотникам он не виден. Три охотника стреляют залпом, при этом они могут ''поразить'' любые три вершины куба. Если они не попадают в зайца, то до следующего залпа заяц перебегает в одну из трёх соседних (по ребру) вершин куба. Укажите, как стрелять охотникам, чтобы обязательно попасть в зайца за четыре залпа. (В решении достаточно написать четыре тройки вершин, в которые последовательно стреляют охотники.) 

Рис. 7
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