Военно-технический кадетский корпус

МЕТОДИЧЕСКОЕ ПОСОБИЕ

для учащихся по геометрии

Перпендикуляр и наклонная
г. Тольятти  2009 г.

В связи с тем, что предмет "Черчение" отсутствует в школьной программе, то на учителя математики ложится обязанность развивать пространственное воображение у школьников и учить их чертить одновременно с обучением решению задач по стереометрии. 

При рассмотрении различных случаев взаимного расположения прямых и плоскостей в пространстве выделены особые случаи, когда 
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Вопрос о перпендикулярности в геометрии очень важен. Отрезок перпендикуляра, проведенного из точки к прямой (к плоскости), имеет наименьшую длину из всех отрезков, соединяющих данную точку с точками прямой (плоскости). Это и позволяет определить расстояние от точки до прямой (плоскости). Большую роль играет перпендикуляр при нахождении площадей и объемов фигуры.

В методической разработке представлена теоретическая часть по вопросам: 

- расстояние между прямой и параллельной ей плоскостью; 

- между параллельными плоскостями; 

- между скрещивающимися прямыми;

- признак перпендикулярности плоскостей;

- теорема о трех перпендикулярах.

В методической разработке предлагаются задачи для самостоятельного решения с помощью всего изложенного материала. Некоторые из задач здесь представлены. 

В работе рассмотрено решение задач по этим вопросам.

Тема: Перпендикуляр и наклонная.

Учебные цели: Закрепление знания основных УЭ по теме.

Учебные вопросы: 

1. Перпендикуляр и наклонная.

2. Теорема о трех перпендикулярах.

3. Признак перпендикулярности плоскостей.

4. Расстояние между скрещивающимися прямыми.

5. Задачи для самостоятельного решения.

1. Перпендикуляр и наклонная.
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Отрезок, лежащий на прямой, перпендикулярной данной плоскости, называется перпендикулярным отрезком к этой плоскости. Перпендикулярный отрезок к плоскости, один конец которого лежит в этой плоскости, а другой – в данной точке, называется перпендикуляром, проведенным из данной точки на данную плоскость. Конец этого отрезка, лежащий в плоскости, называется основанием перпендикуляра. Длина перпендикуляра, опущенного из данной точки на данную плоскость, называется расстоянием от этой точки до данной плоскости. 

Рис. 1 

На рис.1 АВ – перпендикулярный отрезок к плоскости (; отрезок CD – перпендикуляр из точки С на плоскость (, точка D – основание этого перпендикуляра; длина отрезка CD – расстояние от точки С до плоскости (. Это расстояние символически обозначают: ( С, (( = ( CD(.

Наклонной, проведенной из данной точки к данной плоскости, называется всякий отрезок, который соединяет данную точку с точкой на плоскости и не является перпендикуляром к этой плоскости. Конец этого отрезка, лежащий в плоскости, называется основанием наклонной. Отрезок, соединяющий основания перпендикуляра и наклонной, проведенных к плоскости из одной точки, называется проекцией наклонной на эту плоскость.

На рис.1 отрезок РО – перпендикуляр из точки Р на плоскость (, отрезок РН – наклонная, проведенная из точки Р к плоскости (; в плоскости ( проведена прямая m через основание Н наклонной РН перпендикулярно отрезку ОН – проекции этой наклонной на плоскость (.

Задача 1. Докажите, что если прямая параллельна плоскости, то все ее точки находятся на одинаковом расстоянии от плоскости.

Решение.

Пусть а – данная прямая и ( - данная плоскость (рис. 2).




                                    Рис. 2

Возьмем на прямой а две произвольные точки X и Y. Их расстояния до плоскости  ( - это длины перпендикуляров X X(  и Y Y(, опущенных на эту плоскость. По теореме (две прямые, перпендикулярные одной и той же плоскости, параллельно) прямые X X(  и Y Y(  параллельны, следовательно, лежат в одной плоскости. Эта плоскость пересекает плоскость ( по прямой  X( Y(. Прямая а параллельна прямой  X( Y( , так как не пересекает содержащую ее плоскость (. Итак, у четырехугольника X X( Y( Y  противолежащие стороны параллельны. Следовательно, он параллелограмм, а значит, X X(  = Y Y(.
Задача 2.  Параллелограммы ABCD и ABC1 D1 лежат в разных плоскостях. Докажите, что четырехугольник СDD1C1 тоже параллелограмм.

Решение.

Противолежащие стороны параллело-граммов параллельны и равны, поэтому     СD = AB = C1 D1, прямые СD и C1 D1 параллельны прямой AB  и, следовательно, параллельны между собой. Значит, если у четырехугольника противоположные сто-роны равны и параллельны, то это параллелограмм.

Задача 3. Три прямые, проходящие через одну точку, пересекают данную плоскость в точках А, В, и С, а параллельную ей плоскость в точках А1 , В1 , и С1. Докажите подобие треугольников АВС и А1 В1С1.

Решение.

Пусть О – точка, через которую проходят рассматриваемые прямые.

Рассмотрим треугольники ОА1В1 и ОАВ,  ОВ1С1 и ОВС, ОС1А1 и ОСА. Эти треугольники подобны, так как плоскости ( и ( параллельны, значит, отрезки А1В1,       А1 С1,  В1С1 отсекают от треугольников ОАВ, ОВС, ОСА треугольники, подобные данным: ОА1В1, ОВ1С1, ОС1А1. Из подобия следует, что [image: image2.wmf]ОС
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Правые части этих пропорций равны, поэтому равны и левые части. Воспользуемся признаком подобия треугольников по трем сторонам, делаем вывод: [image: image3.wmf]1
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 отображает треугольник АВС на треугольник        А1 В1С1).

Задача 4. Может ли проекция параллелограмма при параллельном проектировании быть квадратом?

Решение.

Может. Построим квадрат ABCD в плоскости (, проведем через прямую AB плоскость (, отличную от плоскости ( и в плоскости ( построим не являющийся квадратом параллелограмм ABC1D1. Рассмотрим четырехугольник CDD1C1 – это параллелограмм(CD||AB; AB||D1C1;CD||D1C1), поэтому DD1||CC1.

Следовательно, при проектировании параллелограмма ABC1D1 на плоскость ( параллельно прямой h = CC1, получится как раз квадрат ABCD.

(И наоборот: «пристраивая» по общей стороне к произвольному параллелограмму лежащий в другой плоскости квадрат, точно так же можно доказать, что параллельной проекцией любого параллелограмма может быть квадрат.)

2. Теорема о трех перпендикулярах.

Справедлива обратная теорема.


Задача 5. Через центр вписанной в треугольник окружности проведена прямая, перпендикулярная плоскости треугольника. Докажите, что каждая точка этой прямой равноудалена от сторон треугольника.


SА есть перпендикуляр к этой стороне, а его длина – расстояние от точки S до стороны треугольника. 

По теореме Пифагора 
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, где r – радиус вписан-ной окружности. Аналогично находим 
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, т.е. все расстояния от точки S до сторон треугольника равны.

Задача 6. К плоскости треугольника из центра вписанной в него окружности радиуса 0,7 м восстановлен перпендикуляр длиной 2,4 м. Найдите расстояние от конца этого перпендикуляра до сторон треугольника.

Решение.

Пусть в треугольник вписана окружность r = OA = OB = OC (рис. 9). 
Точки А, В, С – точки касания сторон треугольника с окружностью, О – центр окружности, SO – перпендикуляр.

ОА перпендикулярен стороне треугольника. По теореме о трех перпендикулярах SA(MN. Искомое расстояние SA = SB = SC.
Применим теорему Пифагора к (AOS: 
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. По условию    r = 0,7 м, SO = 2,4 м; SA =
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Ответ: SA = 2,5 м.

Задача 7. Расстояние от данной точки до плоскости треугольника равно 1,1 м, а до каждой из сторон – 6,1 м. Найдите радиус окружности, вписанной в этот треугольник.

Решение.

Пусть S – данная точка. SO = 1,1 м, расстояние от данной точки до плоскости треугольника. SB, SC, SA – наклонные; перпендикуляры к сторонам треугольника АО=ВО=СО – проекции равных наклонных (рис.10). По теореме о трех перпендикулярах АО, ВО, СО перпендикулярны сторонам треугольника. Следовательно, точка S проектируется в центр вписанной в треугольник окружности. Применим теорему Пифагора для треугольника SOВ: 
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Ответ: OВ = 6 м.

                                    Рис. 10

Задача 8. Через конец А отрезка АВ длины b проведена плоскость, перпендикулярная отрезку, и в этой плоскости проведена прямая. Найдите расстояние от точки В до прямой, если расстояние от точки А до прямой равно а.

Решение:

Пусть АВ перпендикуляр к плоскости ( и АВ ( АА1. Проведем ВВ1 ( с, по теореме о трех перпендикулярах АВ1 – также перпендикуляр к прямой с. АВ1  =  а, ВА = b, (ВАВ1 – прямоугольный (по построению): по теореме Пифагора: 
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Ответ: 
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3. Признак перпендикулярности плоскостей.

Две пересекающиеся плоскости называются перпендикулярными, если третья плоскость, перпендикулярная прямой пересечения этих плоскостей, пересекает их по перпендикулярным прямым.

На рис12,а видно две перпендикулярные плоскости ( и (, пересекающиеся по прямой с. Плоскость (, перпендикулярная прямой с, пересекает плоскости ( и ( по перпендикулярным прямым а и b.


Рис. 12

Любая плоскость, перпендикулярная линии пересечения перпендикулярных плоскостей, пересекает их по перпендикулярным прямым.

Действительно, если взять другую плоскость ((, перпендикулярную прямой с (рис.12,б), то она пересечет плоскость ( по прямой а(, перпендикулярной с. а значит, параллельной прямой а, а плоскость ( по прямой b(, перпендикулярной с и, значит, параллельной прямой b. По теореме о перпендикулярности прямых в пространстве из перпендикулярности прямых а и b следует перпендикулярность прямых        а( и b(.

Теорема. Если плоскость проходит через прямую, перпендикулярную другой плоскости, то эти плоскости перпендикулярны.

( - плоскость, b – перпендикулярная ей прямая, ( - плоскость, проходящая через прямую b, и с – прямая, по которой пересекаются плоскости ( и (. Из теоремы следует, что плоскости ( и ( перпендикулярны.

              Рис. 13                                                           Рис. 14

Задача 9. Даны прямая а и плоскость (. Проведите через прямую а плоскость, перпендикулярную плоскости (.

Решение.
Через произвольную точку прямой а проводим прямую b (рис.14), перпендикулярную плоскости (. Через прямые а и b проводим плоскость (. Плоскость ( перпендикулярна плоскости ( по последней теореме.

Задача 10. Из вершины А и В острых углов прямоугольного треугольника АВС восстановлены перпендикуляры АА1 и ВВ1 к плоскости треугольника. Найдите расстояние от вершины С до середины отрезка А1В1, если А1С1 = 4м, А1А = 3м, В1С = 6м, В1В = 2м и отрезок А1В1 не пересекает плоскость треугольника.
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АВ2 = ВС2 + АС2 (из прямоугольного треугольника АВС);
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Ответ: 4 м.

Задача 11. Точка находится на расстояниях а и b от двух перпендикулярных плоскостей. Найдите расстояние от этой точки до прямой пересечения плоскостей.


          

ВС – проекция АС на плоскость (, по теореме о трех перпендикулярах ВС(с, а по признаку перпендикулярности плоскостей, ВС((. Так как AD((, то по свойству перпендикулярных прямой и плоскости (две прямые, перпендикулярные одной и той же плоскости, параллельны) прямые AD и ВС параллельны и, следовательно, лежат в одной плоскости. Аналогично прямые АВ и DC тоже параллельны. Поэтому АВCD – параллелограмм и прямоугольник. То есть точки А, В, С, D лежат в одной плоскости.

4. Расстояние между скрещивающимися прямыми.

Общим перпендикуляром двух скрещивающихся прямых называется отрезок с концами на этих прямых, являющийся перпендикуляром к каждой из них.

                     Рис. 17

Расстоянием между скрещивающимися прямыми  называется длина их общего перпендикуляра. Оно равно расстоянию между параллельными плоскостями, проходящими через эти прямые.
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Теорема. 


Если на плоскости проведена прямая перпендикулярно проекции наклонной, то эта прямая перпендикулярна и самой наклонной.
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Теорема. 


Если на плоскости проведена прямая перпендикулярно наклонной, то эта прямая перпендикулярна проекции наклонной.





Рис. 7
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Решение


Пусть А, В, С – точки касания сторон треугольника с окружностью, О – центр окружности и S – точка на перпендикуляре (рис.8). Так как радиус ОА перпендикулярен стороне треугольника, то по теореме о трех перпендикулярах отрезок





Рис. 8
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Рис. 9
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Рис. 11





�





�





�





�








�





Решение





Искомое расстояние СК1.


СК12  = КК12 + СК2, так как треугольник К1КС  прямоугольный (КК1(АВ).


Прямые АА1((КК1((ВВ1 и лежат в одной плоскости, АА1В1В – трапеция.


КК1 – средняя линия.





Рис. 15





Решение





Проведем перпендикуляры АВ, AD, АС. Четырехугольник ABCD – прямоугольник. Искомое расстояние – диагональ прямоугольника АС: � EMBED Equation.3  ���.


Докажем, что точки А, В, С, D лежат в одной плоскости.
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Рис. 16
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Две скрещивающиеся прямые имеют общий перпендикуляр, и притом только один. Он является общим перпендикуляром параллельных плоскостей, проходящих через эти прямые.
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