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О методах решения геометрических задач

1. О чертеже к задаче (в изложении автора, И.Ф. Шарыгина)
Решение любой геометрической задачи начинается с чертежа. Умение построить хороший грамотный чертеж, помогающий решению задачи, является важнейшим элементом геометрической культуры.

Можно выделить некоторые, к сожалению, трудно формализуемые принципы, которыми следует руководствоваться при построении чертежа. (Подчеркнем, что речь идет о построении чертежа на этапе собственно решения задачи, а не об оформлении решения на чистовике.) Прежде всего, чертеж должен быть «большим и красивым». Это вовсе не означает, что чертеж должен выполняться по всем правилам черчения, с использованием соответствующих инструментов. При небольшом навыке чертеж может быть хорошо сделан и от руки.

Важнейшим требованием к чертежу является требование лаконичности. Следует изображать лишь «функционирующие» части геометрических фигур. Так, например, если в задаче надо найти радиус окружности, вписанной в треугольник, то в большинстве случаев саму эту окружность не следует изображать. Если же в условии задачи фигурируют точки этой окружности, т. е. окружность «функционирует» в условии, то ее изображение может оказаться полезным для решения задачи. При этом даже такой пустяк, как «что раньше изобразить: окружность или треугольник?», может существенно сказаться на качестве чертежа, а в результате — и на решении. К сожалению, учебные пособия часто дают нам примеры чертежей, перегруженных ненужными деталями, служащих скорее иллюстрацией к задаче, чем элементом ее решения.

Не следует думать, что на начальном этапе решения задачи заканчиваются проблемы, связанные с построением чертежа. Имеется немало задач, процесс решения которых состоит в последовательном уточнении особенностей рассматриваемой конфигурации с соответствующими переделками и изменениями чертежа, так что окончательный вид чертеж принимает лишь одновременно с окончанием решения. В этом смысле в учебных пособиях иногда приводятся чертежи, построить которые можно, лишь полностью решив задачу. Полезно было бы давать не итоговый чертеж, а нечто вроде мультфильма, показывающего, как изменяется чертеж в процессе решения задачи, но эту идею трудно реализовать в книге.

Необходимо избегать чрезмерного усложнения чертежа. Этого можно добиться, в частности, за счет выносных картинок, изображающих фрагменты общей конфигурации. С другой стороны, стоит непосредственно на чертеже указывать числовые или буквенные значения линейных или угловых величин, заданных в условии или полученных (введенных) в процессе решения.

Говорят, что геометрия есть искусство правильно рассуждать на неправильном чертеже. В этих словах есть доля истины. Очень часто решение задачи не зависит от числовых данных, указанных в условии. Более того, формально логическая структура решения не должна опираться на чертеж; как говорят, решение не должно апеллировать к чертежу. И все же легче и лучше правильно рассуждать на правильном чертеже, на котором прямой угол выглядит как прямой, соблюдены пропорции и соотношения, заданные в условии, и не приходится напрягать воображение, чтобы узнать в кособоком овале окружность. Правильный чертеж поможет увидеть особенности геометрической фигуры, необходимые или полезные для решения задачи. Например, может «подсказать», что какие-то точки расположены на одной прямой или одной окружности или, что прямые пересекаются в одной точке. Конечно же, эти особенности в дальнейшем должны быть обоснованы без ссылок на чертеж. При этом иногда приходится делать два чертежа. Первый, правильный, с помощью которого можно сделать геометрические «открытия», и второй, заведомо неправильный, для проведения доказательства.

С другой стороны, если в задаче идет речь о фигуре общего вида, например о произвольном треугольнике или четырехугольнике, то необходимо, чтобы фигура, изображенная на чертеже, не имела характерных особенностей, присущих «хорошим» фигурам; в частности, треугольник не должен быть прямоугольным или равнобедренным, а тем более правильным, а четырехугольник — быть похожим на параллелограмм и т. д.

Ограничимся пока общими рекомендациями по построению чертежа, поскольку уровень сложности задач, содержательно иллюстрирующих эту тему, превышает начальный. Кроме того, умение строить нужный чертеж, понимание, где надо постараться и выполнить чертеж поточнее, а где можно обойтись не очень точной схематической картинкой, приходит с опытом. Пока же главное — выработать привычку начинать решение любой геометрической задачи с чертежа, а также некоторые минимальные практические навыки.
Методы построения сечений многогранников

Метод сечений многогранников в стереометрии используется в задачах на построение. В его основе лежит умение строить сечение многогранника и определять вид сечения.

Данный материал характеризуется следующим особенностями: 

1. Метод сечений применяется только для многогранников, так как различные сложные (наклонные) виды сечений тел вращения не входят в программу средней школы.

2. В задачах используются в основном простейшие многогранники.

3. Задачи представлены в основном без числовых данных, чтобы создать возможность их многовариантного использования. 

Чтобы решить задачу построения сечения многогранника ученик должен знать: 

· что значит построить сечение многогранника плоскостью;

· как могут располагаться относительно друг друга многогранник и плоскость;

· как задается плоскость;

· когда задача на построение сечения многогранника плоскостью считается решенной.

Поскольку плоскость определяется: 

· тремя точками;

· прямой и точкой;

· двумя параллельными прямыми;

· двумя пересекающимися прямыми,

построение плоскости сечения проходит в зависимости от задания этой плоскости. Поэтому все способы построения сечений многогранников можно разделить на методы.

Существует три основных метода построения сечений многогранников: 

1. Метод следов.
2. Метод вспомогательных сечений.
3. Комбинированный метод.
Первые два метода являются разновидностями Аксиоматического метода построения сечений.

Можно также выделить следующие методы построения сечений многогранников: 

· построение сечения многогранника плоскостью, проходящей через заданную точку параллельно заданной плоскости;

· построение сечения, проходящего через заданную прямую параллельно другой заданной прямой;

· построение сечения, проходящего через заданную точку параллельно двум заданным скрещивающимся прямым;

· построение сечения многогранника плоскостью, проходящей через заданную прямую перпендикулярно заданной плоскости;

· построение сечения многогранника плоскостью, проходящей через заданную точку перпендикулярно заданной прямой.
Познакомиться с методами построения сечений при решении задач вам поможет презентация «Построение сечений» (размещена на странице Конкурсы ДООМ Геометрическая Геометрия (http://www.tgl.net.ru/wiki, раздел Проекты/Проект ДООМ (Категория:Проект ДООМ 2009-2010)/Виртуальный офис/Конкурсы, в разделе Обучающий тур (из-за большого объема файла пересылка по почте невозможна)).
Задача 1.
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Построить сечение призмы ABCDA1B1C1D1 плоскостью, проходящей через точки P, Q, R (точки указаны на чертеже (рис.1)).

Решение.
Рис. 1
1. Построим след секущей плоскости на плоскость нижнего основания призмы. Рассмотрим грань АА1В1В. В этой грани лежат точки сечения P и Q. Проведем прямую PQ.

2. Продолжим прямую PQ, которая принадлежит сечению, до пересечения с прямой АВ. Получим точку S1, принадлежащую следу.

3. Аналогично получаем точку S2 пересечением прямых QR и BC.

4. Прямая S1S2 - след секущей плоскости на плоскость нижнего основания призмы.

5. Прямая S1S2 пересекает сторону AD в точке U, сторону CD в точке Т. Соединим точки P и U, так как они лежат в одной плоскости грани АА1D1D. Аналогично получаем TU и RT.

6. PQRTU – искомое сечение.

Задача 2.

Построить сечение параллелепипеда ABCDA1B1C1D1 плоскостью, проходящей через точки M, N, P (точки указаны на чертеже (рис.2)).

Решение.
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Рис. 2
1. Точки N и P лежат в плоскости сечения и в плоскости нижнего основания параллелепипеда. Построим прямую, проодящую через эти точки. Эта прямая является следом секущей плоскости на плоскость основания параллелепипеда.

2. Продолжим прямую, на которой лежит сторона AB параллелепипеда. Прямые AB и NP пересекутся в некоторой точке S. Эта точка принадлежит плоскости сечения.

3. Так как точка M также принадлежит плоскости сечения и пересекает прямую АА1 в некоторой точке Х.

4. Точки X и N лежат в одной плоскости грани АА1D1D, соединим их и получим прямую XN.

5. Так как плоскости граней параллелепипеда параллельны, то через точку M можно провести прямую в грани A1B1C1D1, параллельную прямой NP. Эта прямая пересечет сторону В1С1 в точке Y.

6. Аналогично проводим прямую YZ, параллельно прямой XN. Соединяем Z с P и получаем искомое сечение – MYZPNX.

2. Дополнительное построение (ДП) на чертеже плоской фигуры как метод решения планиметрических задач (в изложении автора, Э. Капленко «Новый метод решения планиметрических задач»)
В планиметрии существует целый класс таких задач, к которым традиционные методы (метод цепочек равных треугольников, метод геометрических преобразований, векторный метод и др.) либо вовсе не применимы, либо дают сложные и громоздкие решения. Во многих случаях решать такого рода задачи помогает введение в чертеж дополнительных линий – так называемое дополнительное построение (ДП). В одних случаях эти построения напрашиваются сами собой, в других они не так очевидны и требуют от решающего достаточно большого опыта, изобретательности, геометрической интуиции.
Так, чертеж данной в задаче фигуры можно достраивать до фигуры другого типа, можно с многоугольной фигурой связывать окружность, а можно целью дополнительного построения ставить выделение на чертеже равных, равновеликих или подобных фигур.
Автор берет на себя смелость утверждать, что использование в планиметрических задачах дополнительных построений можно рассматривать как специальный метод решения этих задач. Назовем его методом дополнительных построений.
Суть метода дополнительных построений заключается в том, что чертеж к задаче, на котором трудно заметить связи между данными и искомыми величинами, дополняется новыми (вспомогательными) элементами, после чего эти связи становятся более ощутимыми или даже очевидными.
Типизация дополнительных построений (ДП-типизация) на чертежах плоских фигур 

Существуют задачи, в которых дополнительное построение определяет единственный способ решения; в них решение, как правило, начинается с такого построения. В других задачах используется смешанный прием решения, когда ДП реализует лишь часть решения. В третьих задачах оно применяется как один из возможных методов наряду с другими, хотя может и не являться лучшим. Во многих случаях применение дополнительного построения делает решение задачи устным.
Часто решающий задачу интуитивно использует дополнительное построение, но, не выделяя его как метод, может не увидеть целесообразности его применения в других, более сложных или даже аналогичных задачах.
Как узнать, какое ДП следует выполнять в том или ином случае? Ответ на этот вопрос дает своего рода классификация дополнительных построений, связанная с характерными признаками фигуры, данной в задаче. Тщательный анализ решений достаточно большого количества задач, в которых ДП используется прямо или косвенно, показал, что целесообразность применения того или иного ДП зависит от этих признаков. Указанную классификацию мы назвали ДП-типизацией.
Приведем полностью эту типизацию.
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Puc. 29 Orser. 1.
PaccmoTpuMm eule aBa npuMmepa, B KOTO-
pDBIX 3Tan aHanu3a KoHdurypaluud Hrpaer
BeJlyLLyIO pOJb.

5. Tpeyeoavnux ABC pasnobedpennsiii ¢ ochosarnuem AC. Okpyoxc-
HocTe paduyca R ¢ yenrpom 8 Touke O npoxoour uepes A u B u nepe-
cexaet npamyro BC 8 touke M, orauunod or B u C. Haidru paccros-
Hue ot Touku O 00 YeHTPa OKPYICHOCTU, ONUCAHHOU OKOAO Tpeyzonb-
nuka ACM.

Peweunune Paccmorpum ciayual, korna Touka M pacnogokeHa
Ha ctopoHe BC. O603nauum uepe3 (O; LEHTP OKDYKHOCTH, OIHCaH-
HOH OKoso TpeyroibHHka ACM (puc. 29). Torna

LAOM=2 LACM=2 L ACB=180°— £ CBA=180°— £ ABM.

A 310 0o3HauaeT (BHOBb onopHbifH ¢akt!), uto Touku M, A, B u O,
JiexKaT Ha OOHOH OKPYXKHOCTH, 3HAUHT, HCKOMOEe pPAacCTosiHHe paBHO R.
JJis1 3aBepuieHus1 pelleHHs1 HeoOXOAUMO pPacCMOTpPeTb Npyrue cjaydaH
pacnoJsioxkeHusl TOUKH M U [10oKa3aTh, yTO BO Bcex ciyyasx O) JexXur
Ha JAaHHOH OKPYXKHOCTH.

Tenepb HECKOJNbKO CJIOB O TOM, KaK MOXHO ObljIO Obl 10ragaThCcsl,
uyto 1HeHTp O; H0JKeH JeXaTb Ha OKPYXHOCTH C uLeHTpoM O.

Bo-nepBbix, nogo6HasA rumnore3a BHIIVIAIHT AOCTAaTOYHO ecTecT-
BeHHOH. Ec/iu npeanosioKuThb, 4To OTBET ecThb UHciO f (R) (a He HHTep-
BaJl), TO MpexJe Bcero cjenoBano Obl pacCMOTPeTb BO3MOXKHOCTb
paBeHctBa [ (R)=R.

Bo-BTOphiX, B 0400HOrO posia 3agauyax, Koraa He BHAHO oOllero
pellleHHsi, MOJe3HO pPacCMOTpeTb KakoH-J1i00 YaCTHBIH cJyyaH, Io-
CKOJIbKY YCJIOBHE 3aJauYH MO3BOJisleT paCCUUTbIBAaTh HA TO, YTO OTBET,
MOJIYyUEHHBIH JJ1s1 4aCTHOIO cjaydyasi, OCTAHEeTCs BepeH U B OOLIEM CJy-
yae. (KoHeuHO, nmpaBHJbHHIH OTBET, MOJYUEHHHH [PH paCCMOTPEHUH
OJHOI'0 YaCTHOro cjayyasi, He O3HauyaeT, YTO 3a/laya pelleHa BepHO.)
B naHHOH 3amaue MOXKHO, HallpuMep, pacCMOTpPeTh CHUTYaALHIO, KOrjaa
touka O coBmajaet c cepeanHoii orpe3ka AB. Toraa M ecTb ocHOBa-
HHe BLICOTHI, onyueHHo# Ha BC, a O, — cepenuna AC u 1. A.

JlaguM ele OfHO pellleHHe NPeAJOXKEeHHOH 3ajauyd, BO3MOXKHO,
HEeCKOJIbKO 6oJiee AJHHHOE, HO OCHOBAaHHOe Ha OJHOM I0JIe3HOM 0011ieM
¢akre. (BHOBL onopHas 3apaua.) CéopMmyJiHpyeM ero.




ДП1. Если в треугольнике задана медиана, то треугольник достраивается до параллелограмма с центром в основании этой медианы (рис. 1).
В зависимости от содержания задачи такое достраивание можно выполнять для одной, двух или даже трех медиан. При этом возможно использование не всего параллелограмма, а лишь его части (например, треугольника ABA2).
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ДП2. Если в треугольнике задана некоторая трансверсаль, то через ее основание внутрь треугольника проводится луч, параллельный стороне, до его пересечения с другой стороной (рис. 2).
В результате ДП2 на чертеже возникает ситуация Фалеса: ACB и секущие (A1A2) || (AB), что определяет на сторонах пропорциональные отрезки:
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.
В частном случае, когда трансверсаль AA1 является медианой, A2 – середина стороны AC.
ДП3. Если в треугольнике заданы медиана и некоторая произвольная [image: image60.png]Puc. 8



трансверсаль (в том числе – высота, биссектриса или вторая медиана), проведенные из разных вершин, то через основание медианы внутрь треугольника проводится луч, параллельный данной трансверсали, до его пересечения со стороной треугольника (рис. 3).
В результате ДП3 на чертеже возникают две ситуации Фалеса:
1) ACB и секущие (A1A2) || (BB1);
2) A1AC и секущие (MB1) || (A1A2), где M = (AA1)  (BB1).
Из первой ситуации следует, что A2 – середина [B1C], а из второй – справедливость соотношения
[image: image3.png]



ДП4. Если в треугольнике заданы две произвольные трансверсали, проведенные из разных вершин, то через основание одной из них внутрь треугольника проводится луч, параллельный другой трансверсали, до его пересечения со стороной треугольника (рис. 4).
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Как видим, ДП4 отличается от ДП3 лишь тем, что здесь первая ситуация Фалеса дает не равные, а пропорциональные отрезки.
Построения ДП2–ДП4 создают попутно во многих случаях ситуацию известной леммы о подобии. Так, на рисунке 3 и рисунке 4,а) прямая MB1 отсекает от треугольника AA1A2 гомотетичный ему треугольник AMB1 с центром гомотетии A, а прямая A1A2 – треугольник CA1A2, гомотетичный треугольнику CBB1 с центром гомотетии C.
ДП5. Если в треугольнике заданы две трансверсали, проведенные из разных вершин, то через начало одной из них (вершину треугольника) проводится прямая, паралельная стороне треугольника, до пересечения с продолжением другой трансверсали (рис. 5).
В результате построения, описанного в ДП5, возникли две пары гомотетичных треугольников.
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Так, на рисунке 5,а) AMB2 и A1MB с центром гомотетии M; AB1B2 и CB1B с центром гомотетии B1; (на рис. 5,б) AMB1 и A2MB с центром гомотетии M; AA1C и A2A1B с центром гомотетии A1.
ДП6. Если в треугольнике заданы некоторая трансверсаль и отрезок с концами на двух сторонах треугольника, пересекающий эту трансверсаль и не параллельный третьей стороне, то:
1) либо данный отрезок продолжается в обе стороны до пересечения с продолжением третьей стороны и с прямой, параллельной этой стороне и проходящей через вершину, из которой выходит трансверсаль (рис. 6);
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2) либо через основание трансверсали и одну из вершин, не совпадающих с ее началом, внутрь треугольника проводятся лучи, параллельные данному отрезку, до пересечения со стороной треугольника (рис. 7).
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В случае 1 на чертеже появляются три пары гомотетичных треугольников с центрами гомотетий в концах данного отрезка и в точке его пересечения с данной трансверсалью. На рисунке 6 имеем:
APQ1 гомотетичен   BPP1 (P – центр гомотетии), AQQ1 гомотетичен CQP1 (Q – центр гомотетии), AMQ1 гомотетичен A1MP1 (M – центр гомотетии).
В случае 2 возникает несколько ситуаций Фалеса. На рисунке 7,а) их четыре – они связаны с углами BAB1, BAN, A1AA2, BCB1; однако первые три из них взаимозависимы, поэтому оставим две «рабочие» ситуации: A1AA2 и секущие (MQ) || (NB1) || (A1A2); BCB1 и секущие (A1A2) || (BB1).
На рисунке 7,б) имеем три ситуации Фалеса: A1AA2 и секущие (NB1) || (MQ) || (A1A2); BA1N и секущие (PM) || (BN); BCB1 и секущие (A1A2) || (PQ) || (BB1).
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ДП7. Если в треугольнике задан отрезок с концами на его сторонах и если продолжение этого отрезка пересекает прямую, содержащую третью сторону треугольника, то:
1) либо отрезок продолжается до пересечения с прямой, проведенной через вершину треугольника параллельно третьей стороне (рис. 8);
2) либо через другой конец данного отрезка внутрь треугольника проводится луч, параллельный одной из сторон, до его пересечения с другой стороной (рис. 9).
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На рисунке 9,б) PP1A гомотетичен QP1Q1 (P1 – центр гомотетии); ACB гомотетичен Q1CQ (C – центр гомотетии).
ДП8. Если дан прямоугольный треугольник, то он достраивается до равнобедренного треугольника, в котором один из катетов данного треугольника становится высотой (медианой и биссектрисой), а другой – половиной основания (рис. 10).
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Ясно, что ДП8 сводится к построению точки, симметричной вершине острого угла треугольника относительно прямой, проходящей через катет, не содержащий эту вершину: A1 = S(BC) (A), B1 = S(AC) (B).
ДП9. Если дана конструкция, в которой участвуют перпендикулярные прямые или отрезки, а также фигуры с прямыми углами, то в чертеж вводится прямоугольный треугольник, подходящим образом связанный с данными элементами.
ДП10. Если дана трапеция, то ее диагональ или боковая сторона переносятся на вектор, определяемый одним из оснований (рис. 11).
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ДП11. Если в треугольнике, параллелограмме или трапеции задана биссектриса одного из внутренних углов, то в чертеж вводится ромб, две стороны которого направлены по сторонам данной фигуры, а эта биссектриса является одной из диагоналей (рис. 12–14).
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В некоторых случаях полезно рассматривать не весь ромб, а его часть – равнобедренный треугольник, одной из боковых сторон которого служит сторона данной фигуры, а основанием – данная биссектриса (рис. 13, рис. 14,а)).
ДП12. Если в треугольнике, параллелограмме или трапеции задана биссектриса одного из внутренних углов, то в чертеж вводится треугольник, одна из сторон которого содержит эту биссектрису, вторая совпадает со стороной исходной фигуры, а третья либо параллельна другой стороне этой фигуры, либо получается при ее продолжении (рис. 15–17).
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Для выполнения ДП12 достаточно продолжить биссектрису до пересечения с прямой, параллельной стороне данного треугольника или проходящей через сторону данного параллелограмма и трапеции.
Отметим, что построенный треугольник – равнобедренный (его основанием является сторона, содержащая данную биссектрису). В самом деле, углы, прилежащие к этой стороне, равны, так как угол с вершиной в точке пересечения указанных линий является накрест лежащим с одним из углов, на которые биссектриса делит угол данной фигуры.
ДП13. Если в параллелограмме или трапеции через две смежные вершины проведены внутренние лучи этих фигур (в том числе диагональный луч), то строятся точки пересечения этих лучей с параллельными сторонами данных фигур или их продолжениями (рис. 18).
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В результате выполнения ДП13 на чертеже возникает две пары гомотетичных треугольников. На рисунке 18,а) центрами гомотетий таких треугольников служат точки O и B1, а на рисунке 18,б) – точки O и D1.
ДП14. Если дана трапеция, то посредством продолжения боковых сторон она достраивается до треугольника (рис. 19).
ДП15. Если дан прямоугольный треугольник, то вокруг него описывается окружность, центром которой является середина гипотенузы (рис. 20).
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ДП16. Если дан четырехугольник, у которого суммы противоположных углов равны, то вокруг него описывается окружность (рис. 21).
В частности, признаком существования для четырехугольника описанной окружности обладают квадрат, прямоугольник и равнобедренная трапеция.
ДП17. Если дан четырехугольник, у которого суммы противоположных сторон равны, то в него вписывается окружность (рис. 22).
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ДП18. Если в треугольнике заданы биссектриса и медиана или биссектриса и серединный перпендикуляр, проведенные к одной и той же стороне, то около треугольника описывается окружность, а биссектриса продолжается до пересечения с нею (рис. 23).
Продолжение биссектрисы и серединный перпендикуляр (проходящий через основание медианы) встретятся в середине дуги, стягиваемой стороной, к которой они проведены.
Замечание. Построение, описанное в ДП18, позволяет строить биссектрису внутреннего угла треугольника, не прибегая к делению угла пополам: достаточно через центр окружности, описанной около треугольника, провести радиус, перпендикулярный противолежащей стороне, и конец его соединить с вершиной угла.
ДП19. Если даны две окружности разных радиусов (пересекающиеся в двух точках, касающиеся внешним образом или не имеющие общих точек) с общей касательной (или секущей, проходящей через одну из точек пересечения окружностей), то через центр меньшей окружности проводится прямая, параллельная данной касательной (или секущей), до пересечения с радиусом большей окружности, идущим в точку касания, или с его продолжением (рис. 24).
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Результатом ДП19 является прямоугольный треугольник, для которого вершины острых углов совпадают с центрами данных окружностей, один из катетов равен отрезку касательной, заключенному между точками касания (или половине отрезка секущей, расположенного внутри окружностей), а другой – разности (для случая с внешней касательной) или сумме (для случая с внутренней касательной) радиусов этих окружностей. Заметим, что в случае касания данных окружностей (рис. 24,в)) гипотенуза указанного треугольника (O1O2A') равна сумме их радиусов (| O1O2 | = R1 + R2), поэтому для расстояния между точками касания окружностей с их общей внешней касательной имеет место формула
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ДП20. Если даны две окружности с общей внешней касательной, касающиеся друг друга внешним образом, то в рассмотрение вводится треугольник, вершинами которого служат три точки касания данных фигур (рис. 25).
Введенный в ДП20 треугольник является прямоугольным с прямым углом при вершине, совпадающей с точкой касания данных окружностей. На рисунке 25 это треугольник AA1A2. Докажем, что A1AA2 = 90°.
O1AA1 и O2AA2 – равнобедренные. Обозначим через  и  углы при основаниях этих треугольников; тогда 2 – внешний угол при вершине O1 первого из них, 2 – внешний угол при вершине O2 второго. Но это внешние односторонние углы при (O1A1) || (O2A2) и секущей O1O2, вследствие чего 2 + 2 = 180°, откуда +=90°. Тогда A1AA2 = 180° – (A1AO1 + A2AO2) = 180° – ( + ) = 180° – 90°, что и требовалось доказать. 
3. Выявление характерных особенностей заданной конфигурации (в изложении автора, И.Ф. Шарыгина)
В простейших случаях ход решения задачи виден сразу после ее прочтения или же построения чертежа. Остается лишь реализовать это решение технически — произвести необходимые доказательства, сделать вычисления. В других, более сложных случаях технической стадии предшествует несколько этапов, один из которых состоит в выявлении характерных особенностей конфигурации, рассматриваемой в задаче.

Эти особенности, в частности, могут быть следствием специального подбора числовых данных задачи. В этом, кстати, одна из причин, почему при построении чертежа надо стараться выдерживать заданные пропорции. При этом, конечно же, нельзя забывать о том, что выявленные особенности требуется строго доказать. Иногда для этого, как уже отмечалось, полезно сделать новый намеренно неправильный чертеж.
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Вообще, роль числовых данных в задаче может быть самой различной. В одних случаях задача не решается в общем виде, и лишь специальный выбор числовых данных делает ее корректной, как это имеет место в следующей задаче.

1. Дан прямоугольный треугольник АВС с катетами АС = 3 и ВС = 4 и две точки М и К, такие, что МК = 8, МА = 1, ВК = 2. Найти площадь треугольника СМК.

Решение. Особенность этой задачи, определенная подбором числовых данных, состоит в том, что точки М, А, В и К лежат на одной прямой, располагаясь на ней в указанном порядке, поскольку
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Таким образом, для завершения решения нам осталось лишь найти высоту прямоугольного треугольника АВС, опущенную на гипотенузу АВ. Эта высота равна 12/5 , искомая площадь равна 48/5 .

В других случаях специально подобранные числовые данные превращают достаточно сложную в общем виде задачу в существенно более простую, как это имеет место в двух следующих примерах.
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2.  В треугольнике АВС со сторонами АВ = 5, ВС=[image: image26.wmf]17

, СА=4 на стороне СА взята точка М так,  что  СМ=1.  Найти расстояние между центрами окружностей, описанных около треугольников АВМ и ВСМ.
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Решение. Для решения этой задачи существенным оказывается тот факт, что М есть основание высоты, опущенной из вершины В на сторону АС. В самом деле, проведем высоту ВМ1 (рис.26 намеренно неправильный!) и обозначим СМ1 через х. Тогда АМ 1 = 4-х. Выражая ВМ1 по теореме Пифагора из треугольников АВМ1 и ВСМ1, получим [image: image27.png]AB? — AMS:
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откуда [image: image28.png]25— —x =17~





т. е. М1 совпадает с М. Но центр окружности, описанной около прямоугольного треугольника, совпадает с серединой его гипотенузы. (Это утверждение мы относим к категории так называемых опорных задач, о которых несколько подробнее будем говорить позже.) Таким образом, искомое расстояние равно длине средней линии данного треугольника АВС, параллельной стороне АС, т. е. равно 2.

3. В трапеции АВСD известны, основания АD = 30, ВС = 20 и боковые стороны АВ = 6, СD = 8. Найти радиус окружности, проходящей через точки А и В и касающейся прямой СD.

Решение. Характерной особенностью данной трапеции, существенным образом облегчающей решение поставленной задачи, является то, что угол между ее боковыми сторонами равен 90°.

Докажем это. Проведем через точку В прямую, параллельную СD1 и обозначим ее точку пересечения с АD через D1 (рис. 27, а). В треугольнике АВD1 имеем AВ = 6, ВD1 =8 (ВСDD1  — параллелограмм), АD1=АD - DD1 =30 - 20=10. Таким образом,
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откуда следует, что угол АВD1равен 90°.

Продолжим теперь стороны АВ и СD трапеции и обозначим через Е их точку пересечения (рис. 27,6). 
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Пусть К — середина отрезка АВ, О — центр, искомой окружности, L — точка ее касания с прямой СD (ОL перпендикулярна СD). Фигура ОКЕL — прямоугольник; следовательно, радиус искомой окружности, равный ОL, равен 
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Задача свелась к нахождению отрезка ЕВ. Из подобия треугольников ВЕС и АВD1 найдем ВE=AB*BC/AD1 =12. Таким образом, радиус равен 15.

Замечание. При решении этой задачи мы использовали три характерных приема: провели через вершину трапеции прямую, параллельную другой боковой стороне; на втором чертеже продолжили до пересечения боковые стороны трапеции и не стали изображать саму окружность, а ограничились изображением ее центра, проекцией этого центра на одну боковую сторону и точки касания с другой стороной. Эти приемы достаточно стандартны. Изучение этих и подобных приемов полезно проводить на простых модельных задачах, в которых наиболее выпукло «работает» один такой прием. Эти задачи, также, будем относить к категории опорных.

Конечно, числовые данные далеко не всегда играют столь существенную роль, как в рассмотренных примерах. Нередки случаи, когда характерные особенности задачи инвариантны по отношению к числовым данным, конкретный выбор которых имеет целью лишь облегчить вычисления, сделать ответ более «приятным». Следует упомянуть также о категории задач, которые удобнее решать в общем виде, подставляя числа, если таковые имеются, в полученное в результате решения буквенное выражение.

4. Три окружности с радиусами 1, 2 и 3 попарно касаются друг друга внешним образом. Найти радиус окружности, проходящей через три точки попарного касания данных окружностей.
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Решение. Обозначим центры данных окружностей через О1, О2, О3 (рис. 28). Суть решения сводится к тому, чтобы «увидеть» и соответственно доказать, что искомая окружность совпадает с окружностью, вписанной в треугольник О1О2О3. При этом указанная особенность имеет место, каковы бы ни были радиусы исходных окружностей, хотя, конечно же, задача нахождения радиуса окружности, вписанной в треугольник со сторонами 3, 4 и 5, т. е. в прямоугольный треугольник, как в нашем случае, существенно проще, чем такая же задача для треугольника со сторонами 4, 5 и 6, не говоря уже о решении в общем виде.

Для доказательства отмеченного выше факта можно поступить следующим образом. Впишем в треугольник О1О2О3 окружность. Выразим отрезки, соединяющие его вершины с точками касания (учитывая равенство касательных, выходящих из одной точки), через стороны треугольника. Каждая из этих касательных будет равной радиусу соответствующей окружности. (Проведите доказательство самостоятельно.)

  Ответ. 1.

Рассмотрим еще два примера, в которых этап анализа конфигурации играет ведущую роль. 

[image: image69.png]Puc. 41




5. Треугольник АВС равнобедренный с основанием АС. Окружность радиуса R с центром в точке О проходит через А и В и пересекает прямую ВС в точке М, отличной от В и С. Найти расстояние от точки О до центра окружности, описанной около треугольника АСМ.

Решение. Рассмотрим случай, когда точка М расположена на стороне ВС. Обозначим через O1 центр окружности, описанной около треугольника АСМ (рис. 29). Тогда

[image: image32.png]LAOM=2 LACM=2 LACB=180°— L CBA=180°— L ABM.




А это означает (вновь опорный факт!), что точки М, A, В и О1 лежат на одной окружности, значит, искомое расстояние равно R. Для завершения решения необходимо рассмотреть другие случаи расположения точки М и доказать, что во всех случаях О1 лежит на данной окружности.

Теперь несколько слов о том, как можно было бы догадаться, что центр О1 должен лежать на окружности с центром О.

Во-первых, подобная гипотеза выглядит достаточно естественной. Если предположить, что ответ есть число f(R) (а не интервал), то прежде всего следовало бы рассмотреть возможность равенства f(R) = R.

Во-вторых, в подобного рода задачах, когда не видно общего решения, полезно рассмотреть какой-либо частный случай, поскольку условие задачи позволяет рассчитывать на то, что ответ, полученный для частного случая, останется верен и в общем случае. (Конечно, правильный ответ, полученный при рассмотрении одного частного случая, не означает, что задача решена верно.) В данной задаче можно, например, рассмотреть ситуацию, когда точка О совпадает с серединой отрезка АВ. Тогда М есть основание высоты, опущенной на ВС, а О1— середина АС и т. д.

Дадим еще одно решение предложенной задачи, возможно, несколько более длинное, но основанное на одном полезном общем факте. (Вновь опорная задача.) Сформулируем его.

Пусть АВС — произвольный треугольник (не обязательно равнобедренный), М — произвольная точка на прямой BС, О и О1 — центры окружностей, описанных соответственно около треугольников АВМ и АСМ. Тогда треугольник АОО1 подобен треугольнику АВС.

[image: image70.png]


Доказательство. Рассмотрим случай, когда точка М на стороне ВС и [image: image33.png]£ AMB > 90°.




В этом случае точки О и О1 расположены так, как показано на рисунке 29. 

Имеем  [image: image34.png]LAO0C=2 LAMC,



[image: image35.png]£LAOB=360°—2 L AMB=360°—2 (180°— L AMC)=2 L AMC.




 Значит, треугольники АОВ и АО1С — подобные равнобедренные треугольники. Из этого на основании первого признака подобия [image: image36.png]BAC, OA/AB=0,A/AC)



 следует подобие треугольников АОО1 и АВС.

На основании доказанной теоремы легко решается задача 5. Если АВ = ВС, то ОО1=АО = R.

6. Окружности с радиусами г и R касаются друг друга внешним образом и касаются прямой в точках А и В. Пусть А1 — точка первой окружности, диаметрально противоположная точке А. Отрезок А1В пересекается с первой окружностью в точке М. Найти отношение А1М и МБ.

[image: image71.png]


Решение. Аккуратно выполненный чертеж и некоторые трудно формализуемые соображения, которые можно объединить под названием «геометрическая интуиция», позволяют сделать предположение, что точка М совпадает с точкой касания окружностей. Докажем это. Обозначим центры окружностей через О1 и О2, а точку их касания — через М1. Точка М1 лежит на отрезке О1О2 (рис. 30). Прямые АА1 и BО2 параллельны. Следовательно, [image: image37.png]LAIOM, = £ M0:B.



 Таким образом, равнобедренные треугольники А1О1М1 и М1О2В подобны и [image: image38.png]LAMO =

Z BM, 0.,



т. е. точки А1, М1 и В лежат на одной прямой и точка М\ совпадает с точкой М1. Искомое отношение равно г:R.
4. Опорные задачи (в изложении автора, И.Ф. Шарыгина)
В предыдущем пункте неоднократно упоминались так назы​ваемые опорные задачи. Поговорим о них несколько подробнее.

Теоретическая часть школьного курса содержит в основном теоремы, которые будут необходимы в дальнейшем для развития этой теории. Из нее исключены многие факты, стоящие как бы сами по себе, не работающие на теорию. Но школьная геометрия — это не только аксиомы и теоремы, изложенные в учебнике. Школь​ная геометрия — это также (а может, и прежде всего) искус​ство решать геометрические задачи. Искусство же решать задачи основывается на хорошем знании теоретической части курса, знании достаточного количества геометрических фактов, не во​шедших в этот курс, и владении определенным арсеналом прие​мов и методов решения геометрических задач. Поэтому представ​ляется полезным выделить некоторое множество задач (будем называть их опорными), в которых формулируется некий факт, достаточно часто используемый в задачах, либо иллюстрируется какой-либо метод или прием решения задач. Соответственно мы будем различать две разновидности опорных задач: задача-факт (задача-теорема) и задача-метод.

В качестве примеров, иллюстрирующих понятие «опорная задача-факт», можно привести многие теоремы элементарной геометрии, не вошедшие в действующий курс, такие, как теоре​ма о биссектрисе внутреннего угла треугольника), теорема о касательной и секущей к окружности, про​веденных из одной точки. Или же, например, сле​дующая задача.
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7. Доказать, что прямая, проходящая через точку пересече​ния диагоналей трапеции и точку пересечения продолжений ее боковых сторон, проходит через середины оснований трапеции.
Доказательство. Пусть М — точка пересечения диаго​налей трапеции АВСО с основаниями АО и ВС, а К — точка пере​сечения продолжений ее боковых сторон (рис. 31). Обозначим через Р и L, середины АD и ВС. Ввиду параллельности АD и ВС любая прямая, проходящая через К, делит основания трапе​ции в одном и том же отношении (считая от вершин А и В). Отсюда следует, что точки К, Р и L лежат на одной прямой. Точно так же прямая, проходящая через М, делит АD и ВС в одном отношении (считая от вершин A и С). Значит, точки М, Р, L тоже на одной прямой. Таким образом, четыре точки — М, K, Р и L — лежат на одной прямой.

Опорная задача-метод, как уже отмечалось, иллюстрирует какой-либо метод решения геометрических задач, часто встреча​ющийся прием или конструкцию. При этом речь в основном идет о методах, не требующих специальных теоретических обоснова​ний. Таким образом, задача-метод рассматривается вместе с решением, с тем решением, которое навязывается учебником. Это озна​чает, что, если в процессе работы над соответствующей задачей учащиеся решили ее иначе, решение, предлагаемое учебником, должно быть подробно изучено и соответствующим образом про​комментировано. В качестве примера рассмотрим следующую за​дачу.

[image: image73.png]M



8.  В треугольнике AВС на стороне АС взята точка М, такая, AM=2/5 AC, а на стороне ВС — точка К, такая, что ВК=1/3 BC.  В каком отношении отрезок ВМ делит отрезок АК?
Решение. Проведем через А прямую, параллельную ВС, и обозначим через L, точку ее пересечения с прямой ВМ (рис. 32).

Пусть ВК=а, тогда ВС=За. Из подобия треугольников АМL и СМВ найдем

[image: image39.png]AL AM
BC MC=>AL 2a.




Теперь из подобия треугольников LАN и ВКМ найдем [image: image40.png]AN
NK




[image: image74.png]Prc. 42



Заметим, что предложенный метод решения этой задачи да​леко не единственный. Задача может быть решена, например, и векторным методом. Однако подобный прием очень часто бывает эффективен в сходных задачах, и хорошее владение им, безуслов​но, полезно.

Рассмотрим еще одну задачу.

9.  Прямая, параллельная стороне АС треугольника АВС, пе​ресекает АВ в точке С1, а ВС — в точке А1. Прямая, проходящая через В и точку пересечения АА1 и СС1, пересекает АС в точке М. В каком отношении делит сторону ВС прямая, проходящая через А и середину ВМ?

Решение. Эта задача очевидным образом использует результат задачи 7 и прием, рассмотренный в задаче 8. Из результата задачи 7 следует, что М — середина АС. Проведя через вершину В прямую, параллельную АС, до пересече​ния с прямой АК (К — середина ВМ, рис. 33) в точке L, получим ВL = АМ. Теперь легко найти искомое отношение. Оно равно 0,5, считая от вершины В.
Конечно, приведенный пример носит несколько стилизованный характер. В действительности извлечь из архивов своей памяти нужный факт и нужный прием не всегда возможно столь легко и быстро.

5. Геометрические методы решения задач (в изложении автора, И.Ф. Шарыгина)
Говоря о методах решения геометрических задач, следует от​метить некоторые специфические особенности этих методов: боль​шое разнообразие, взаимозаменяемость, трудность формального описания, отсутствие четких границ области применения. Кроме того, очень часто при решении некоторых достаточно сложных задач приходится прибегать к использованию комбинаций мето​дов и приемов.

Уже на первом этапе решения — построение чертежа — мож​но говорить о наличии некоторых специальных приемов. С одним из таких приемов мы уже встречались при решении задач 3 и 4. Суть его в том, что 

· при решении задач, в которых фигурирует одна или несколько окружностей, очень часто сами эти окруж​ности не следует изображать, ограничиваясь указанием их цент​ров, точек касания или пересечения с прямыми и друг с другом и проведением соответствующих отрезков прямых. 
· Факт касания окружности с прямой означает равенство соответствующего угла 90°. 

· Касание окружностей друг с другом означает, что расстоя​ние между их центрами равно сумме радиусов окружностей в слу​чае внешнего касания и равно разности радиусов окружностей в случае касания внутреннего.
Такого рода чертежи без окруж​ностей к задачам про окружности мы будем называть «скелет​ными». Рассмотрим задачу.

[image: image75.png]"
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10. В окружности радиуса R проведены два взаимно перпен​дикулярных радиуса ОА и ОВ. Вторая окружность такого же радиуса R имеет центр в точке В. Найти радиус третьей окруж​ности, касающейся радиуса ОА первой окружности внутренним образом (точка касания расположена на дуге АВ, равной [image: image41.wmf]2

/

p

и второй окружности внешним образом.

Решение. В соответствии с указан​ным выше правилом для решения этой задачи нам следует рассмотреть чертеж, на котором изображены треугольник ОВО1 (О1—центр третьей окружности), отре​зок ОA, точка М на О А (рис. 34). При этом, если х — радиус искомой окружно​сти, то ОО1=R — х, ВО1=R + х, О1М = = х (О1М[image: image42.wmf]^

ОА). Теперь у нас все под​готовлено к решению этой задачи при помощи аналитических методов (составле​ние уравнения относительно х):

 Проведем высоту О1N, тогда ОN=х. Выражая  О1N2 из треугольников ОО1N и BO1N по теореме Пифагора и приравнивая эти выражения, получим уравнение для х: 
[image: image43.png](R—xP —2*=(R+4x)"—(R—x'<>6Rx=R",





Рассмотрим еще несколько методов решения геометрических задач. Мы уже встречались в предыдущих пунктах с некоторыми стандартными дополнительными построениями (задачи 3, 8, 9). Так, оказывается, в трапеции бывает полезно провести через одну вершину прямую, параллельную противоположной боковой стороне (задача 3). Если же в условии задачи говорится о диа​гоналях трапеции, то стандартным будет дополнительное построе​ние, состоящее в проведении через одну из ее вершин прямой, параллельной диагонали. (С такого рода построением мы еще не встречались.) В задачах 8 и 9 мы проводили через одну из вершин треугольника прямую, параллельную его противополож​ной стороне, благодаря чему у нас образовывалось несколько пар подобных треугольников, после чего отношения одних отрезков заменялись отношениями других. С некоторой натяжкой можно говорить, что мы имели дело с одной из модификаций метода подобия.
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Отметим еще несколько стандартных приемов. Если в усло​вии есть медиана треугольника, то стоит попытаться продол​жить эту медиану на такое же расстояние. При этом получим параллелограмм, стороны и одна диагональ которого равны сто​ронам треугольника, а вторая диагональ равна удвоенной ме​диане. Таким образом, если бы нам требовалось найти площадь треугольника по двум сторонам и медиане, заключенной между ними, то с помощью только что указанного приема легко убедить​ся, что треугольник этот равновелик треугольнику, две стороны которого равны соответствующим сторонам исходного, а третья равна удвоенной медиане.

Другой прием иллюстрирует задача 11.

11. Расстояние между серединами двух сторон четырехуголь​ника равно полусумме двух других его сторон. Доказать, что этот четырехугольник — трапеция.
Решение. Пусть М — середина стороны АВ, а K — середи​на стороны СD четырехугольника АВСD, причем [image: image44.png](CB+AD).




Обозначим через N середину диаго​нали ВD (рис. 35). Отрезок МК — средняя линия в треугольнике ВСD, МК параллельна ВС и равна 1/2 ВС. Точно так же NM парал​лельна АD и равна ½ АD. Таким образом, МК = МN + NК, т. е. N ле​жит на отрезке МK. Значит, ВС и АD параллельны друг другу, поскольку они обе параллельны МK (Если считать, что параллелограмм не явля​ется трапецией, то в условии задачи следует добавить слова «или параллелограмм».)

Совет, который можно дать на основании этой и сходных за​дач, состоит в следующем. 
Если в условии задачи фигурирует середина одной или нескольких сторон четырехугольника или параллелограмма, то стоит добавить середины каких-то других сторон или диагоналей и рассмотреть средние линии соответ​ствующих треугольников. Этот прием иногда называют методом «средних линий». 

Таким образом, мы выделили три разновидности дополнитель​ных построений:

1)   продолжение отрезка (отрезков) на определенное расстоя​ние или до пересечения с заданной прямой;

2)   проведение прямой через две заданные точки;

3)   проведение через заданную точку прямой, параллельной данной прямой.

Необходимость в использовании геометрических преобразова​ний возникает, как правило, при решении достаточно сложных гео​метрических задач (здесь речь идет, во-первых, о задачах, в условии которых геометрические преобразования не фигурируют, и, во-вторых, о задачах, которые трудно решить без использова​ния геометрических преобразований); поэтому мы ограничим​ся одной иллюстрацией без каких-либо рекомендаций.

12. Два равнобедренных прямоугольных треугольника АВМ и СDМ с гипотенузами АВ и СD расположены так, что АВСО — четырехугольник. Одна диагональ этого четырехугольника равна d. Найти его площадь.
[image: image77.png]Pac. 37



Решение. Повернем треугольник АМС вокруг точки М в соответствующем направлении на 90° (рис. 36). При этом точка А перейдет в точку В, а С — в D, т. е. АС перейдет в ВD. Таким обра​зом, в четырехугольнике АВСD диагонали равны и перпендику​лярны. Его площадь равна [image: image45.wmf]2
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 (использовалась формула, выражающая площадь четырехугольника через его диагонали и угол между ними).

Следующий пример иллюстрирует метод подобия.

13.   Трапеция разделена на три трапеции прямыми, параллель​ными основаниям. Известно, что в каждую из трех получившихся трапеций можно вписать окружность. Найти радиус окружности, вписанной  в   среднюю   трапецию,   если  радиусы  окружностей, вписанных в две оставшиеся, равны R и r.
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Решение. Обозначения понятны из рисунка 37. Пусть ради​ус средней окружности равен х. Рассмотрим два подобных между собой треугольника АКD и LКР. Любые пары сходственных линей​ных величин в подобных треугольниках относятся одинаково. Паре окружностей с радиусом R и х в треугольнике AКD соот​ветствует в треугольнике LКР пара окружностей с радиусами х и r. Следовательно,

[image: image46.png]X r
< = OTKyaa x=-/Rr.




Метод площадей имеет много разновидностей. Рассмотрим одну из них. Основная идея сводится к замене отношения отрез​ков, расположенных на одной прямой, отношением площадей тре​угольников с общей вершиной, основаниями которых являются рассматриваемые отрезки. Покажем, как работает этот прием, на примере известной теоремы.

[image: image79.png]


14.  Доказать, что биссектриса угла В треугольника AВС пересекает АС в та​кой  точке М,  для которой  справедливо равенство АМ:МС = АВ:ВС.
Доказательство    (рис.    38). 

[image: image47.png]AB.BM-sin -% ABC
BM-.BC-sin —é— ABC

__AB
~ BC




Относя этот прием к геометрическим, мы делаем довольно серьезную натяжку. Доводы «за» следующие. Во-первых, в осно​ве метода лежит чисто геометрическое соображение. Во-вторых, этот метод достаточно обособлен от других, как геометрических, так и алгебраических. Учитывая же разнообразие и пестроту ме​тодов, рассматриваемых в этом пункте, и, наоборот, некоторое единообразие методов, описываемых в следующих пунктах, мы предпочли рассмотреть его именно здесь.

Одним из наиболее красивых элементарно-геометрических методов является так называемый метод «вспомогательной окруж​ности». Обычно этот метод характеризуется в решении следую​щими оборотами: «Заметим, что точки X, У, ... лежат на одной окружности...», или «Проведем окружность (-ти) через точки X, У, ... .», или другими, с ними сходными. Приведем несколько при​меров.


15.   Через точку О проведены три прямые, попарные углы меж​ду которыми равны 60°. Доказать, что основания перпендикуляров, опущенных из произвольной точки А на эти прямые, служат вер​шинами правильного треугольника.
 Решение.  Пусть К, L,  М — основания  перпендикуляров (рис. 39). Заметим, что точки О, A, K, L, М лежат на одной окруж​ности с диаметром ОА. Значит,

[image: image48.png]LKIM=/LKOM=60°, LKML=/Z KOL=60°,




т. е. треугольник KLМ равносторонний.

16.  В  остроугольном  треугольнике АВС  проведены  высоты АА1, ВВ1, СС1. Доказать, что эти высоты являются биссектрисами углов треугольника А1В1С1.
Решение. Пусть Н — точка пересечения высот треугольни​ка АВС. Заметим, что точки С, H, А1, В1 лежат на одной окружности с диаметром СН (рис. 40).
Следовательно,[image: image49.png]LABH=/ZACH=/BCC,=90°— . B.




Точно так же на одной окружности располагаются точки H, A, B1, С1 и[image: image50.png]£ HB\C;=90°— £B.




Таким образом, [image: image51.png]LA13|H= LC]B]H.




То же верно для других углов.

17.  На плоскости расположены два квадрата АВСD и ВКLN так, что точка К лежит на продолжении АВ за точку В, N лежит на луче ВС. Найти угол между прямыми DL и АN.
Решение. Пусть  для  определенности [image: image52.png]BC=>BN.



 Опишем около квадратов окружности и обозначим через М точку пересече​ния этих окружностей, отличную от В (рис. 41). Имеем

[image: image53.png]LBML=/BNL=90°, £BMD=£BCD=90°.




Следовательно, точки Д М и ^ лежат на одной прямой. Далее

[image: image54.png]£ DMA= £ DCA=45°, L LMN=180°— £ NBL=135°.




Таким образом, М есть точка пересечения прямых АМ и DL, а угол между этими прямыми равен 45°. Случай[image: image55.png]BC<BN



рассматривается аналогично.

Мы специально привели три задачи, решение которых основы​валось на идее вспомогательной окружности. Дело в том, что этот метод не только эффектен, но и эффективен, и возможности для его применения встречаются гораздо чаще, чем это может показаться на первый взгляд.

В завершение этого пункта продемонстрируем одну весьма трудную задачу, точнее, ее решение, основанное на умении «ви​деть геометрию». (Метод? — «Геометрическое зрение»!)
18.  В треугольнике АВС угол В равен 120°. АА1, ВВ1, СС1 — биссектрисы внутренних углов этого треугольника. Доказать, что угол А1В1С1 равен 90°.
Решение (рис. 42). Заметим, что ВА1 — биссектриса угла, смежного с углом АВВ1 [image: image56.png](£ B1BA = £ A\ BM=60°),




 а АА1— биссектриса угла ВАС1 следовательно, точка А1 равноудалена от прямых АВ и ВВ1 а также от прямых АВ и АС, т. е. А1 равно​удалена от прямых ВВ1 и В1С, т. е. В1А1 — биссектриса уг​ла ВВ1С. Точно так же С1В1—биссектриса угла ВВ1А. Та​ким образом, 
[image: image57.png]£CiB\A =L C\B\B+ £BB,A=—+(ZAB\B+ £BBC)=90°.




Обратите внимание, что для решения этой задачи нам не потребовались ни дополнительные построения, ни вычисления. Все основывается на умении увидеть и сопоставить простые геометрические факты. Не всякий, даже опытный, хорошо решающий геометриче​ские задачи, человек найдет подобное решение. Этой задачей мы хотели бы подчеркнуть одну из важнейших целей геометрии - развитие геометрической интуиции, геометрического мышления, геометрического зрения. 
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