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ЗАДАЧИ ОБУЧАЮЩЕГО ТУРА

Задача 1.

В школьном драмкружке решили ставить гоголевского «Ревизора». И тут разгорелся жаркий спор. Все началось с Ляпкина-Тяпкина.

-Ляпкиным-Тяпкиным буду я! – решительно заявил Гена.

-Нет, я буду Ляпкиным-Тяпкиным, - возразил Дима. - С раннего детства мечтал воплотить этот образ на сцене.

-Ну хорошо, согласен уступить эту роль, если мне дадут сыграть Хлестакова, - проявил великодушие Гена.

-…А мне – Осипа, -не уступил ему в великодушии Дима.

-Хочу быть Земляникой или Городничим, - сказал Вова.

-Нет, Городничим буду я, - хором закричали Алик и Боря. – Или Хлестаковым, - добавили они одновременно.

Удастся ли распределить роли так, чтобы исполнители были довольны?

Решение.

Попробуем построить граф для ситуации, описанной в задаче «Кто играет Ляпкина-Тяпкина?». Изобразим юных актеров кружками верхнего ряда: А — Алик, Б — Боря, В — Вова, Г — Гена, Д — Дима, а роли, которые они собираются играть,— кружками второго ряда (1 — Ляпкин-Тяпкин, 2 — Хлестаков, 3 — Осип, 4 — Земляника, 5 — Городничий). Затем от каждого участника проведем отрезки, т. е. ребра, к ролям, которые он хотел бы сыграть. У нас получится граф с десятью вершинами и десятью ребрами (рис.).
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Чтобы решить задачу, нужно из десяти выбрать пять ребер, не имеющих общих вершин. Сделать это легко. Достаточно заметить, что в вершины 3 и 4 ведет по одному ребру, из вершин Д и В соответственно. Это означает, что Осипа (вершина 3) должен играть Дима (кто же еще?), а Землянику — Вова. Вершина 1 — Ляпкин-Тяпкин — соединена ребрами с Г и Д. Ребро 1 — Д отпадает, так как Дима уже занят, остается  ребро 1- Г, Ляпкина-Тяпкина  должен играть Гена. Остается соединить вершины А и Б с вершинами 2 и 5, соответствующими ролям Хлестакова и Городничего. Это можно сделать двумя способами: либо выбрать ребра А — 5 и Б — 2, либо ребра А - 2 и Б - 5. В первом случае Алик будет играть   Городничего,   а   Боря — Хлестакова,   во   втором  случае наоборот. Как показывает наш граф, других решений задача не имеет.

Ответ. Да, роли можно распределить согласно желаниям актеров.

Задача 2.

Докажите, что не существует графа с пятью вершинами, степени которых равны 4,4,4,4,2.

Доказательство.

Поскольку из всех вершин, кроме одной выходит по 4 ребра, то и из пятой вершины также должно выходить четыре ребра.

Ч.Т.Д.

Задача 3.

В некотором королевстве было 32 рыцаря. Некоторые из них были вассалами других. Рыцарь, имевший не менее четырёх вассалов, носил титул барона. Вассал может иметь только одного барона, причём барон всегда богаче своего вассала. Какое наибольшее число баронов могло быть при этих условиях? (В королевстве действовал закон: "вассал моего вассала - не мой вассал"). 

Решение.

Предположим, что имелось не менее восьми баронов. Тогда, поскольку каждый из них имел не менее четырёх вассалов, их вассалами являлись не менее 32 рыцарей (общих вассалов бароны не могли иметь по условию). Кроме того, самый богатый рыцарь, если таких несколько, то каждый из них не может быть ничьим вассалом. Получаем, что было не менее 33 рыцарей — это противоречит условию. Теперь покажем, что 7 баронов могло быть. На рисунке рыцари отмечены кружками, стрелки ведут от каждого барона к его вассалу. Кружочки, соответствующие баронам, закрашены.                     [image: image1.png]



Ответ.

7 баронов 

Задача 4.

Посёлок построен в виде квадрата 3 квартала на 3 квартала (кварталы - квадраты со стороной b, всего 9 кварталов). Какой наименьший путь должен пройти асфальтоукладчик, чтобы заасфальтировать все улицы, если он начинает и кончает свой путь в угловой точке A? (Стороны квадрата - тоже улицы). 

Решение.
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Опишем решение в виде графа, где улицы – ребра,  перекрестки - вершины (рис.).  Понятно, что длина маршрута асфальтоукладчика не меньше 24, так как он должен проехать по каждой улице хотя бы один раз.  Восемь вершин имеют нечетную степень(3) и ровно на восьми перекрёстках пересекается нечётное число улиц. Следовательно,  из закономерности 5 начертить граф, не отрывая карандаша,  невозможно,  и любой кольцевой маршрут асфальтоукладчика должен проходить по каким-то улицам дважды, т.е. по 8/2 = 4 улицам.

Ответ.

Минимальная длина маршрута асфальтоукладчика равна 28.
Задача 5.
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На карте обозначено 4 деревни: A, B, C и D, соединённые тропинками (см. рисунок). В справочнике написано, что на маршрутах A–B–C и B–C–D по 10 колдобин, на маршруте A–B–D – 22 колдобины, а на маршруте A–D–B – 45 колдобин. Туристы хотят добраться из A в D так, чтобы на их пути было как можно меньше колдобин. По какому маршруту им надо идти? Не забудьте доказать, что на указанном Вами маршруте действительно меньше всего колдобин. 
Решение.

Всего есть три пути, которые могут оказаться кратчайшими: 

1. A – D; 

2. A – B – D; 

3. A – B – C – D; 

Из того, что на маршруте A – B – D находятся 22 колдобины, следует, что на тропинке B – D никак не больше 22 колдобин, стало быть из 45 колдобин маршрута A– D – B хотя бы 23 на тропинке A – D, то есть второй путь выгоднее первого. 

Аналогично, поскольку на маршруте A – B – C 10 колдобин, то на тропинке A- B не более 10 колдобин. Значит из 22 колдобин пути A – B - D не менее 12 приходится на тропинку B – D. Но на пути B – C – D всего 10 колдобин, поэтому третий путь выгоднее второго, а, значит, и первого.

Ответ.

Им надо идти по маршруту A–B–C–D. 

Задача 6.

В городе Маленьком 15 телефонов. Можно ли их соединить проводами так, чтобы каждый телефон был соединен ровно с пятью другими? 

Решение.

Предположим, что это возможно. Рассмотрим тогда граф, вершины которого соответствуют телефонам, а ребра – соединяющим их проводам. В этом графе 15 вершин, степень каждой из которых равна пяти. Подсчитаем количество ребер в этом графе. Для этого сначала просуммируем степени всех его вершин. Ясно, что при таком подсчете каждое ребро учтено дважды (оно ведь соединяет две вершины!). Поэтому число ребер графа должно быть равно 15 • 5/2. Но это число нецелое! Следовательно, такого графа не существует, а значит, и соединить телефоны требуемым образом невозможно.

Ответ.

 Соединить телефоны требуемым образом невозможно.

Задача 7.

Школьник сказал своему приятелю Вите Иванову: «У нас в классе тридцать пять человек. И представь, каждый из них дружит ровно с одиннадцатью одноклассниками...». «Не может этого быть» - сразу ответил Витя Иванов, победитель математической олимпиады. Почему он так решил? 

Решение.

Представим себе, что между каждыми двумя друзьями протянута ниточка. Тогда каждый из 35 учеников будет держать в руке 11 концов ниточек, и значит, всего у протянутых ниточек будет 11* 35 = 385 концов. Но общее число не может быть нечётным, так как у каждой ниточки 2 конца.

Ответ.

Невозможно начертить граф с нечетным числом нечетных вершин.

Задача 8.

В стране Цифра есть 9 городов с названиями 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Путешественник обнаружил, что два города соединены авиалинией в том и только в том случае, если двузначное число, составленное из цифр-названий этих городов, делится на 3. Можно ли добраться из города 1 в город 9? 

Решение.

1. Двузначные числа, которые делятся на 3: 12, 15, 18, 21,24,27, 30,33, 36,39, 42, 45, 48, 51, 54, 57, 60, 63, 66, 69, 72, 75, 78, 81, 84, 87, 90, 93, 96, 99. Построив граф, можно увидеть пути из 1 города в 9.
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Ответ. Можно (см. рисунок)

Задача 9.

«Проказница мартышка, осел, козел да косолапый мишка затеяли сыграть квартет». Мартышка расположилась напротив медведя, а слева и справа от нее – осел и козел. «Ударили в смычки, дерут, а толку нет». Тогда осел и козел поменялись местами. «Расселись, начали квартет. Он все-таки на лад нейдет». Таким образом они перепробовали все возможные варианты. Медведь всегда оставался на одном месте. Сколько всего было вариантов расположения незадачливых музыкантов?

Решение.


[image: image3.wmf]
Ответ.

6 вариантов
Задача 10.

Джон, приехав из Диснейленда, рассказывал, что там на заколдованном озере имеются 7 островов, с каждого из которых ведет 1, 3 или 5 мостов. Верно ли, что хотя бы один из этих мостов обязательно выходит на берег озера? 

Решение.

Предположим, что острова - вершины графа. Тогда по закономерности 3 о числе  нечетных вершин их количество в графе четно.  Островов 7 и каждый из них имеет нечетную степень, т. е. нарушается теорема о числе нечетных вершин. Поэтому должно быть либо 8 островов, либо мост  на берег озера.  

Ответ.

Да
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Задача 11.

В деревне Ивановка  9 домов. Известно, что у Петра соседи Иван и Антон, Максим сосед Ивану и Сергею, Виктор – Диме и Никите, а также по соседству живут Евгений с Никитой, Иван с Сергеем, Евгений с Димой, Сергей с Антоном и больше соседей в означенной деревне нет (соседними считаются дворы, у которых есть общий участок забора). Может ли Петр огородами пробраться к Никите за яблоками?

Решение.

Нет, так как граф не связный.

 Ответ.

Нет.

Задача 12.

Четыре девочки – Катя, Вера, Маша и Аня – участвовали в конкурсе «Старая калоша». В каждом из туров участвовали 3 девочки. Катя участвовала в 8 турах – больше всех, а Вера в 5 турах – меньше всех. Сколько было туров? 
Решение.

6 туров. Т.к. в каждом туре участвуют 3 девочки, то они могут принимать участие в разном составе, например, Катя может участвовать в первом туре трижды (Катя, Вера, Аня; Катя, Аня, Маша; Катя, Вера, Маша). Таким образом,  после участия во втором туре в разных составах Вера сыграет 5 туров, и в оставшихся принимают участие  Катя, Аня, Маша. Решение задачи легко получить, построив граф. 

Ответ. 6 туров

Задача 13.

На рисунке изображены расстояния между пунктами А, В, С, D, E и  F. Двигаться по дорогам можно только в направлениях, указанных стрелочками. Водитель едет из пункта А в пункт D. Каково минимальное расстояние, которое он может преодолеть?
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Решение.

Рассмотрим последовательно возможные пути поездки и сравним их расстояния. АВСD=16, АВЕD=15, АFВСD=15, АFВЕD=14, АFЕD=15. Выбираем минимальное расстояние. Оно равно 14.

Ответ. 14

Задача 14.
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 Необходимо составить фрагмент расписания для одного дня с учетом следующих обстоятельств:

1. учитель истории может дать либо первый, либо второй, либо третий уроки, но только один урок;

2. учитель литературы может дать один, либо второй, либо третий урок;

3. математик готов дать либо только первый, либо только второй урок;

4. преподаватель физкультуры согласен дать только последний урок.

Сколько и каких вариантов расписания, удовлетворяющего всем вышеперечисленным условиям одновременно, может составить завуч школы?

Решение.

Без сомнения, эту задачу можно решить путем обыкновенного перебора всех возможных вариантов, но решение будет наиболее простым, если вычертить граф в виде дерева.
Ответ: 3 варианта: ИМЛФ, МИЛФ, МЛИФ.
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